
연속회분슬러지반응기(SBR)의 품질 예측을 위한 통계학적 방법  

I. 부분 최소 자승법 이론 

유창규 

 

 SBR 은 유기물은 물론 질소와 인을 효과적으로 동시에 제거할 수 있다는 점에

서 크게 주목을 받고 있다. 이 생물학적 유기물, 질소, 인 제거 공정에서 제어하고

자 하는 주된 변수는 생산물 속의 질소와 인의 농도인데 질소와 인 농도는 실시간

으로 직접 측정 및 제어하는 데 어려움이 있다. 실시간 측정의 문제점을 극복하기 

위한 시도로써 좀더 신속하고 쉽게 측정되며 추정하고자 하는 변수의 거동과 밀접

한 연관을 갖는 다른 공정 변수로부터 간접적으로 그 변수를 추정하는 추정기에 대

한 연구가 일찍부터 있어왔는데, 기존의 Principal Component Regression(PCR), 

Partial Least Squares(PLS) 등과 같은 변수들 간의 상관관계를 고려하는 다변량 통

계적 회귀분석 방법이 많이 사용되고 있다. 이 중 PLS 방법이 경험적인 추론 모델

을 만드는 보편적인 방법을 제공하며 공정의 변수가 매우 많아서 그들 간에 심한 

상관관계가 있을 때도 다른 방법에 비해 좋은 성능을 보임이 보고되었다. 그러나 

비선형성을 띠는 공정을 모델링하기에는 한계를 지닌다. 따라서 최근에 많은 관심

을 받고 있은 RKHS(Reproducing Kernel Hilbert Space)에서 PLS 의 장점을 도입한 

KPLS(Kernel partial least square)가 SBR 같은 비선형 공정 모델링에 좋은 성능을 

나타낸다. SBR 이 배치 공정이므로 Multiway/Multiblock KPCA/KPLS 를 개발하여 배

치가 끝난 후 유기물, 질소, 인 농도를 예측하는 것을 목표로 한다. . 그 후에 배치

공정의 batch-to-batch variation 을 고려한 state-space model 에 기초한 모니터링 

및 품질 예측에 관한 연구를 진행할 예정이다. 이에 따라 본 보고서에서는 기존의 

부분 최소 자승법의 이론을 먼저 소개한다. 

 



부분 최소 자승법 (Partial Least Squares) 

 

1. 도입 배경 

 두 데이터 (X, Y)간의 회귀 분석을 하기 위해 이전에는 MLR (multiple linear 

regression)으로도 쉽게 분석을 할 수 있었다. 하지만 데이터의 변수가 방대하게 

늘어나고 변수간의 correlation 이 강하게 나타남에 따라 MLR 에서 

singularity 문제가 나타나게 되어 정확한 분석이 힘들어졌다. Correlation 이 강하고 

noise 가 많이 함유된 다차원 데이터를 uncorrelated 된 저 차원의 모델로 해석하기 

위해 PCA 가 도입되었으며 X 데이터에 PCA 를 적용한 후 그 score 값 T 를 구해 

이를 Y 에 regression 하는 PCR (principal component regression)이 도입되어 

MLR 에서 발생했던 singularity 문제를 해결하게 되었으나 X 의 variance 만을 

설명하는 score T 를 구하여 이를 단순히 Y 와 regression 을 하였기 때문에 

결과적으로 X 와 Y 의 관계를 나타내는데 한계가 있게 되었다. 따라서 X 의 

variance 를 잘 설명하면서 Y 와의 correlation 도 최대화할 수 있는 방법을 

생각하게 되었는데 이 방법이 바로 PLS 이다. 

 

2. 역사적 배경 

  PLS 접근 방법은 1975 년 무렵부터 Herman Wold 가 복잡한 데이터를 path 

model 이라 부르는 일련의 행렬들로 모델링 함으로써 유래되었다.  모델에 

매개변수를 예측하기 위해 간단하고 효율적인 방법을 적용하였는데 이 방법을 바로 

NIPALS (Non-linear Iterative Partial Least Squares)라 불렀으며 PLS 라는 용어는 

바로 NIPALS 용어에서 나온 것이다. NIPALS 라는 용어에서 iterative 는 매개변수를 

iteration 하여 구하는 것을 말하고 partial 이란 말은 partial regression 을 가리킨다. 

1980 년대부터 Svante Wold 와 Herald Martens 에 의해 공학적 데이터에 적합한 

간단한 PLS 모델이 개발되었으며 H. Wold et al.은 PLS 에 보다 정확한 의미를 

부여하기 위해 ‘Projection to Latent Structures (PLS)’ 라는 말로도 사용하기 

시작했다. 

 

3. PLS 개요 

  PCA 에 이론적 바탕을 두고 X 와 Y 의 관계를 짓는 방법이 바로 PLS 이다. X 와 



Y 를 mapping 하는 transfer matrix 를 구성하는 방법에는 PLS 외에도 MultipleLinear 

Regression(MLR)와 Principal Component Regression (PCR) 이 있다. 그러나 가장 

널리 응용되고 잇는 MLR 은 centering 되고 scaling 된 자료 행렬에 대해 

collinearity 와 singularity(Wold, S. et al. , 1984)의 문제를 안고 있고 PCR 은 X 의 

score vectors(or PCs)에 대해 Y 의 변수들 각각을 regression 시킴으로 

collinearity 와 singularity 문제는 발생하지 않지만 X 를 가장 잘 설명하는 첫번 째 

PC 에 대한 score vector 가 Y 를 가장 잘 설명하리라는 보장은 없으므로 PCR 은 

한계가 있다. 다시 말하면 Y 를 구성하는 데이터들이 크게 상관 관계를 가진 다면 

PCR 에서처럼 X 에 대한 데이터 공간의 상관 관계를 가장 잘 설명한다고 

해서(첫번째 PC) Y 에 대한 데이터 공간의 상관 관계까지도 가장 잘 설명한다고 볼 

수는 없다. 오히려 X 에 대한 첫번째 PC 가 가장 못 설명할 수도 있다.  

  반면 Partial Least Squares(PLS)는 위에서 언급한 문제들을 가장 잘 해결할 수 

있는 방법이다. 먼저 X 와 Y 공간 상에서 각각에 대해 PCA 를 적용해서 아래 

그림과 같이 분해한다. 이런 관계들을 각각에 대한 outer relation 이라 한다.  

 

위 그림에서 n 은 sample 수를, m 은 X 의 변수 개수를, p 는 Y 의 변수 개수를, a 는 

principal component 수를 나타낸다. 

 PLS 가 PCR 보다 나은 점은 X 의 score vector(th)와 Y 의 score vector(uh) 

사이에 uh=bhth 와 같은 inner relation 을 만들어 서로에 대한 정보를 공유한다는 

점이다. 이 inner relation 은 X 의 score vector 들을 Y 의 데이터 공간을 잘 설명할 

수 있도록 회전시키는 것을 의미하므로 X 공간에서의 평면이 Y 를 더 잘 예측할 수 

있도록 기울어진다는 것을 의미하기도 한다. 그런 다음 X 의 score vector 들에 

대해 weight(wh)를 주어 그들 각각이 Y 의 데이터 공간을 설명하는 정도를 

정해준다. 이런 PLS 를 이용하면 score vector 들로 regression 하므로 

collinearity 와 singularity 문제도 발생하지 않을 뿐더러 X 와 Y 에게 서로 정보를 



공유하고 contribution 의 정도를 weight 를 주어 조정하므로 PCR 에서 생겼던 

문제도 발생하지 않는다. 수학적으로 PCA 에서의 loading vector 들은 covariance 

행렬(S=XTX)의 고유 벡터들이듯이 PLS 의 loading vector 들은 (XTY)(YTX)의 고유 

벡터들이다.  

 

4. PLS algorithm  

  PLS 를 실제 적용할 때는 PCA 에서 사용했던 NIPALS 알고리즘과 비슷한 

다음과 같은 알고리즘을 이용한다. 먼저 다음과 같은 outer relation 을 PCA 를 

적용해 구한다. 
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여기서 *F 를 가능한 한 작게 하면서 Y 를 설명할 수 있도록 해야 하며 동시에 

X 와 Y 의 유용한 관계를 얻어내는 것이 목표이다. Inner relation 은 각 PC 마다 Y 

block 의 score u 와 X block 의 score t 의 관계를 맺어주는 것이다. 
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=  로 구할 수 있으며 이는 MLR 과 PCR 모델에서의 regression 

coefficient 역할과 같다. 하지만 이렇게 한다고 해서 이 모델이 가장 좋은 

solution 을 준다고 볼 수 없다. 왜냐하면 PC 가 각각 block 에서 따로따로 

계산되므로 서로 weak relation 을 갖는다. 따라서 X, Y 서로에게 정보를 주어 약간 

회전된 component 가 regression line 에 근접하도록 해준다. 이를 고려한 PLS 

algorithm 은 다음과 같다. 

 

 1) 일단 X 와 Y 데이터를 mean-centering 하고 scaling 한다. 

 

For each component:  

 2) set u equal to a column of Y 

 



In the X block: 

 3) X 의 각 변수를 u 에 투영시켜 Tw 를 구한다. 

wT = uTX / uTu (regress columns of X on u) 

 4) Normalize w to unit length  

 5) X 의 각 sample 을 w 에 투영시켜 score t 를 구한다. 

t = Xw / wTw 

 

In the Y block: 

 6) Y 의 각 변수를 X block 에서 구한 t 에 투영시켜 qT 를 구한다. 

qT = tTY / tTt (regress columns of Y on t) 

 7) Normalize q to unit length  

 8) Y 의 각 sample 을 q 에 투영시켜 score u 를 구한다. 

u = Yq / qTq 

 

Check convergence: 

9) step 5)에서 구한 t 와 이전 iteration 에서 구했던 t 를 비교하여 같으면 step 

10) 으로 넘어가고 그렇지 않으면 step 3)으로 간다. 만약 Y block 이 

단변수이면 q=1 이라 두고 step 6)부터 9)까지는 생략될 수 있으며 더 이상의 

iteration 이 필요하지 않는다. 

 

위에서 구한 t 는 orthogonal 하지 않기 때문에 추가적인 algorithm 이 필요하다. 

 10) X loadings: p = XTt/ tTt 

 11) Normalize p to unit length 

 12) T
new ptt =  

 13) TTT
new pww =  

여기서 Tp , Tq , Tw 는 prediction 을 위해 저장 되어야한다. 

 

 14) inner relation 을 위해 regression coefficient b 를 구한다. 

b = uTt / tTt 



 

Calculate residual matrices: 각 component h 에 대하여  

 15)
T
hhhh ptEE −= −1 , 0EX =  

 16)
T
hhhhh qb tFF −= −1 , 0FY =  

17) 다음 component 를 구하기 위해 step2)로 간다. 첫번째 component 를 구한 뒤 

앞에서의 X 와 Y 는 Eh 와 Fh 로 교체된다.  

 

 step 10) 이전의 과정에서의 t 는 서로 정보를 교환함으로써 PCA 의 

NIPALS 에서와 달리 직교하지 않는 t 이지만 step 10)~12) 과정에서의 t 는 이들을 

다시 직교하도록 만들어 준 것이다. 직교하는 t 는 꼭 있어야 하는 것은 아니지만 

PCR 과의 비교를 용이하게 하며 PCA 와의 연결이 쉽다는 장점이 있으므로 이 

과정을 알고리즘에 포함시키는 것이 일반적이다. 또한 위 알고리즘은 선형 회귀 

법(step 14))을 사용한 것이므로 원래 변수들을 변형시키거나 step 14) 과정에 알고 

있는 비선형 관계를 집어 넣음으로써 PLS 모델에 비선형성을 줄 수도 있다.  

  이러한 PLS 알고리즘은 입출력 데이터의 상관성이 가장 큰 방향으로부터 

순차적으로 a 개의 PC 를 구하는 알고리즘으로써 수렴이 빠르고 각각의 PC 가 

직교하는 원리를 이용하였기 때문에 공정이 선형성을 가지고 있으면 다변량 

데이터의 차원 감소 및 측정 잡음(measurement noise)제거를 통하여 뛰어난 

추정능력을 발휘할 수 있다. 

PLS 도 PCA 에서처럼 a 개의 PLS 성분을 결정해야 하는데 이때 많이 사용하는 

방법은 cross validation 과 PRESS 같은 통계적 방법이다. 

 

4. Properties of the PLS factors 

1) 1== hh qp  

2) 
T
hw  는 orthogonal 

3) ht 는 orthogonal 

4) 결과적으로 앞의 algorithm 에서 구한 u, q, t, w 는 각각 YYTXXTu, YTXXTYq, 

XXTYYTt, XTYYTXw 를 eigenvalue decomposition 했을 때 가장 큰 eigenvalue 에 

해당하는 eigenvector 와 동일하다. 



 

5. Prediction 

모델링에서 구한 pT, qT, wT, b 를 이용한다. 

새로운 X 에 대하여 예측값 Y 는 다음과 같이 구한다. 
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커널 부분 최소 자승법 (Kernel Partial Least Squares in RKHS) 

 

KPLS(Rosipal and Trejo, 2001)는 RKHS 하에서 가능한 high-dimensional feature 

space 에서 PLS 의 방법을 비선형 회귀모델에 적용방법이다. 다음 보고서에서는 

이에 대한 이론 정리와 실제 배치 공정데이타의 품질예측 결과를 기존의 

부분최소자승법과 비교한다. 
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